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Lo1 cam doan

Luan an nay dugc hoan thanh tai Truong Dai hoc Quy Nhon dudi sy huéng dan ctia PGS.TS.
Lé Cong Trinh va PGS.TS. Dinh Trung Hoa. T6i xin cam doan day la cong trinh nghién cttu cua
toi. Cac két qua trong Luan an 1a trung thyc, duge cac dong téc gid cho phép st dung va chua
tung dugce ai cong bo trude do.

Tac gia

Vuong Trung Dung



LO1 cam on

Luan an nay da dugc thyc hién trong thoi gian t6i lam nghién cttu sinh tai Khoa Toan va
Théng ké truong Dai hoc Quy Nhon. Sau khi hoan thanh luan an, to6i chan thanh biét on dén
nhitng nguoi da déng gop va giup d6 toi. Nhan dip nay, toi muén bay té long biét on chan thanh

dén tat cd moi nguoi.

Tru6e tién va ciing 14 quan trong nhat, toi mudn bay to long biét on chan thanh nhat dén
PGS.TS Dinh Trung Hoa - nguoi Thay huéng dan va ciing 1a nguoi da dua toi dén véi Gidi tich
ma tran. Khong nhitng vay Thay con danh rat nhiéu thoi gian dé thao luan, gidng day, chi bao va
dua ra cac van deé cho toi gidi quyét. Thay luon khuyén khich toi tham gia cac hoi thao dong thoi
gidi thiéu toi vdi cac chuyen gia hang dau trong linh vic nay. Thay da khoi goi cho toi thiay dudc
niém vui trong nghién ctu. D6i véi toi, that khé dé tim duge mot Thay huéng dan nao tuyet voi
nhu Thay Hoa.

Ngudi thit hai toi mudn bay té long biét on 1a PGS.TS. Lé Cong Trinh, ngudi da gidng day
toi tit nhitng nam toi con la sinh vién dai hoc, va cling 1 nguoi da gidi thiéu toi cho Thay Hoa.
Tu nhitng ndm dau con ngoi trén ghé gidng duong dai hoc, Thay Trinh da luon truyén dam mé
va dong luc hoc Toan cho t6i. May man thay bay gio toi lai c6 co hoi duge lam hoc tro ctia Thay
mot 1an nita. Thay luon hé trg nhiét tinh cho t6i khong nhiing trong Toan hoc, trong cong viéc
ma con ci trong cudc song. Néu khong co st hd trg tan tinh do, rat khé dé toi c6 thé hoan thanh

luan an nay.

To6i mudn bay t6 long biét on dic biet dén nhitng giang vien khoa Toan-Théng ké va Phong
dao tao sau Dai hoc truong Dai hoc Quy Nhon. Cac Thay Co da day dé va tao nhitng diéu kien
tot nhat cho cac nghién cttu sinh giong nhu t6i. Binh Dinh 14 qué huong toi, ciing 1a noi ma toi
trai qua ca quang doi pho thong 1an dai hoc. Viéc tré lai mai truong Dai hoc Quy Nhon mot lan

nita dé hoan thanh sy nghiép hoc tap ctia minh la mot niém hanh phic 16n lao ciia ban than toi.

Toi giii 16i cAm on dén Ban giam hiéu ciing cac dong nghiép truong Pho thong Niang khiéu Dai
hoc Qubc gia Thanh phd H6 Chi Minh vi da hd trg toi hoan thanh viéc nghién cttu sinh. Dic biét,
toi mudn gii 10i cdm on sau sac nhat dén TS. Nguyén Thanh Hung, ngudi da ho trg toi rat nhicu
tir vat chat dén tinh than ngay tit nhitng ngay dau toi diat chan dén Sai Gon. Thay khong chi 1a
mot ngudi Thay ma con 14 nguoi cha thit hai doi véi toi. Thay khong nhitng hd trg tai chinh, tinh
than cho t6i vao nhitng thoi diém t6i gip khé khan méa con luon dong vien t6i hoc tiép lén tién si.
Néu khong c6 st dong vien 16n lao nay, toi sé khong dat duge nhitng két qua nhu hien tai.

Anh mudn gt 16i cAm on va nhitng 10i chic tot dep nhat dén Su vi khoang thoi gian ta bén
nhau. D6 14 nguon dong Iyc gitp anh vugt qua khé khian trong con duong hoc tap va huéng ve

nhitng diéu 16n lao hon vé sau nay.

Cubi cuing, va quan trong nhat, téi mudn bay té long biét on dén gia dinh ctia minh. Gia dinh

luon bén canh toi trong cong viéc, hoc tap va cudc song. Toi mudn cdm on Ba Me da sinh ra toi



va nudi dudng to6i dén khi truéng thanh. Luan vin nay 1a mot mon qua toi danh ting cho Ba Me

than yéu.
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Maé dau

Ly thuyét thong tin Iugng tit 1& nganh khoa hoc giao thoa gitta co hoc lugng tit va 1y thuyét
thong tin, kién thic toan hoc duge st dung trong ca hai linh vie dé kham pha ban chat sau sic
clia viec xit Iy thong tin ¢ mitc do luong tit. Trong Iy thuyét thong tin c6 dién, bit 1a don vi co ban
biéu thi bdi 0 va 1. Ngudc lai, 1y thuyét thong tin lugng tit gii thieu khai niem qubit, 1 phién
ban lugng t1t ctia bit c6 dién. Khéac v6i bit co dién, qubit ¢6 thé ton tai trong mot trang thai chong
chat, cho phép chiing ton tai cling mot lic & ca 0 va 1. Dic tinh doc dao nay gitip may tinh lugng

tit thuc hien mot s6 tinh toan cu thé nhanh gap nhiéu lan so véi méy tinh co dién.

R6i lugng t 13 mot khai niem quan trong trong 1y thuyét lugng tit, mo ta trang thai trong doé
hai hodc nhiéu hat tré nen lien két chit ché. Khi cac hat nay bi rdi, viec thay doi trang théi cta
mot hat sé ngay lap tic &nh hudng dén trang thai ctia hat khac ma khong phu thuoc vao khodng
cach clia ching. Diéu nay mang lai nhiing ¥ nghia quan trong trong linh vic cia thong tin lugng

t va may tinh lugng tit, md ra nhitng cach tiép can mdi trong viéc xit 1y thong tin.

Céc thuat toan lugng ti, nhu thuat toan Shor dé phan tich s 16n va thuat toan Grover dé tim
kiém lugng ti, 14 minh chitng cho siic manh ciia thong tin lugng tit trong viéc gidi quyét cac van

dé tinh toan phiic tap mot cach hiéu qua cao.

Dé nghién ctu qua trinh xtt 1y thong tin trong cac hé lugng tit, viec toan hoc héa cac khai niem
co ban nhu hé lugng tit, trang thai lugng tit hay phép do... 1a can thiét. Cac cong cu hitu ich dung
dé nghién citu Iy thuyét thong tin luong tit 1a giai tich ham va 1y thuyét ma tran. Trudce tien, mot
hé lugng tit duge mo ta bsi mot khong gian Hilbert H, dude goi 1a khong gian biéu dién. Loi ich
clia diéu nay khong chi ndm ¢ viec day 1a tien dé ctia co hoc lugng tit ma né con gitp ta gisi thieu
cac ky hieu duge stt dung trong co hoc lugng ti&. Trang thdi vat lyj (thuan khiét) ctia mot he lugng
tt duge biéu dién bdi mot vector don vi trong khong gian Hilbert. Day khong phai 1a tuong ting
1-1. V6i cac vector don vi f; va f, cac trang thai vat 1y tuong tng dude xem 14 nhu nhau néu
fi = zfs, trong d6 z 1a mot sd phiic ¢6 do 16n bang 1. S6 phitc 2z dude goi 1a mot pha. Nhu vay
trang thai vat 1y thuan khiét ctia mot he luong tit duge xac dinh bdi cic vector sai khac nhau mot
pha. Co hoc Iugng t1t truyén théng phan biét cac trang thai vat 1y thuan khiét va trang thdi hon
hop. Céac trang thai hon hgp duge mo ta bdi cac ma tran mat do. Mot ma tran mat do hay con

goi 13 mot toan tit thong ké 1a mot ma tran xac dinh duong va c6 vét bang 1.

Trong 1y thuyét thong tin lugng t1, cdc ham khoang céch dude ding dé do khodng cach giita
hai trang thai hén hgp. Hon nita, cdc ham khoang cach nay c6 thé duge sit dung dé mo ta cac dic
tinh ctia mot trang thai luong tit da cho. Chéng han, ching ding dé do r6i lugng tit gitta hai phan
ctia mot trang thai, 1a khoang cach ngan nhat gitta trang thai va tap tat ci cac trang thai tach
duge. Nhitng ham khoang cach nay duge mé rong mot cach tir nhién lén tap cac ma trén nita xac

dinh duwong, day ciing la ddi tugng chinh ctia luan an nay.

Ngay nay, tam quan trong ctia ly thuyét ma tran da dudc ghi nhan rong rai trong nhiéu linh
viic khac nhau bao gom ky thuat, x4c suat thong ke, thong tin lugng t1, gidi tich s6, sinh hoc hay



ca cac nganh khoa hoc xa hoi. Trong xt 1y dnh, hinh anh y hoc (MRI), xit 1y tin hiéu radar, sinh
hoc thong ke va hoc may, xit Iy dit lieu tir nhiéu thi nghiem dugce luu trit dusi dang ma tran xac
dinh duong. Dé lam viéc v6i mdi bo dit lieu, chiing ta can chon phan tit dai dién ctia né. N6i céach
khac, chiing ta can tinh trung binh clia cdc ma tran xac dinh duong tuong tng. Do d6, viéc xem
xét nghiém toan cuc clia bai toan tong binh phuong bé nhat cho ma tran la vo cling quan trong
(xem [2, 8, 18, 28, 67, 73] dé biét vi du).

V6i 0 < a < x < b. Xét bai toan tdng binh phuong bé nhat:
d*(z,a) + d*(z,b) — min, x € [a,b],
trong d6 d := dp(z,y) = [y — x|, or, d := dg(z,y) := [log(y) — log(z)|.
Vab  (a+b)/2

|

Trung binh cong (a + b)/2 va trung binh nhan la cac nghiém ctia bai toan trén tuong ting véi
cac khoang cach dg va dp. Mat khac, theo bat dang thitc AM-GM, v6i hai s6 khong am a va b ta

¢6 khoang cach méi duge xac dinh nhu sau

b
d(a,b) = “; — ab.

(O
(€]

Vé6i A, B € P,, mot vai phién ban khoang cach trén danh cho cac ma tran xac dinh duong la

Khoang cach Euclide cAm sinh tit tich v huéng Euclide/Frobenius (A, B) = Tr(A*B). Chuan
tuong tng 1a | Al|r = (A, A)Y/2 = (Tr(A*A))'/2

n 1/2
Khoéang cach Riemann [12] 6r(A, B) = ||log(A™'B)||s = (Z log® /\i(A_lB)> :
i=1

Khoéang cach Bures-Wasserstein [13] trong ly thuyét t6i wu van tai :

1/2

dy(A, B) = (TI(A +B)—2Tr ((A1/2BA1/2)1/2))

Khoéng cach Log-Determinant trong hoc méy va 1y thuyét thong tin lugng ti [75]:

A+ B
di(A, B) = log det &

— 2logdet(AB).

Khoéng cach Hellinger hay con goi la khoédng cach Bhattacharya [73] trong 1y thuyét thong

tin lugng t1 :

dn(A, B) = (Tr(A +B)—2Tr (AI/ZBl/Q))1/2 .



Trong cac linh vuc ting dung, ngudi ta con quan tam dén cac ham tua khodng cach ding dé
“phan biet" dugce hai diém dit lieu. Cac ham nhu vay khong nhat thiét phai c6 tinh chat déi xiing
hay la thoa man bat ding thitc tam giac. Cac phan kj [11] 1a nhitng ham c6 tinh chat nhu vay.

Dinh nghia. Mot ham tron @ : P, x P, — Rt dudc goi 1a phan ky luong ti néu

(i) ®(A, B) = 0 néu va chi néu A = B.
(i) Dao ham cap mot D® theo bién thit hai triet tieu trén dudng chéo, tiic 1a

D®(A, X)|x-a = 0.

(iii) Dao ham cap hai D?® khong am trén duong chéo, tic 1a
D?*®(A, X)|x=a(Y,Y) >0 v6i moi ma tran Hermitian Y.

Mot s6 phan ky lugng tit gan day nhan duge nhiéu sut quan tam ciia cac nha toan hoc c6 thé
xem trong cac tai lieu [11, 14, 35, 56].

Bay gio ching ta nhic lai mot sd 1y thuyét vé trung binh vo huéng, né 1a khéi dau cho céc van
dé tiép theo trong luan an nay. Mot trung binh vo hudng clia cic s6 thyc khong am 1a mot ham
M : Rt x Rt — R" thda man:

1) M(z,z) =2 v6i moi z € R*.

2) M(z,y) = M(y,x) v6i moi x,y € RT.
3) Neuw <y, thi o < M(z,y) <y.
4) Néu x < zg va y < yo, thi M(z,y) < M (20, o).

5) M(x,y) lién tuc.

6) M(tx,ty) =tM(xz,y) v6i t,z,y € RT.

Ham hai bién M (x,y) thda diéu kien 6) c6 thé duge rit gon thanh ham mot bién f(z) :=
M(1,z). Tic la, M(x,y) duge khoi phuc tit f bang cach M(x,y) = zf (v 'y). Dé y 1a ham f

tuong ting v6i M 14 mot ham don diéu tang trén RT. Sy lién hé nay cho mot tuong ing mot-mot

gitta cac trung binh va cac ham don diéu tang trén RT.

Sau day 13 mot s6 tinh chat mong mudn ctia mot dai lugng duge goi 1a trung binh M tren H'.
(Al). Duong: A,B>0= M(A,B) > 0.
(A2). Don diew: A > A, B> B = M(A,B) > M (A, B').
(A3). Thuan nhat duong: M (kA, kB) = kM(A, B) for k € R*.
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(A4). Bat ding thiic bién thé: X*M(A, B)X < M (X*AX, X*BX) v6i X € B(H).
(A5). Bat bién dong dang: X*M (A, B)X = M (X*AX, X*BX) v6i moi X € B(H) va kha nghich
(A6). Lom: M (tA+ (1 —t)B,tA' + (1 —t)B") > tM (A, A")+ (1 —t)M (B, B’) véi t € [0, 1].
(A7). Lien tuc dudi: néu A, | Ava B, | B, thi M (A,, B,) | M(A, B).
(A8). Diém gitta: néu A < B, thi A < M(4,B) < B.
(A9). C6 dinh: M (A, A) = A.

Dé nghién citu trung binh toan tit trong truong hop téng quat, ta phai xem xét ba loai trung

binh ¢6 dién la trung binh cong, trung binh nhan va trung binh diéu hoa. Ba loai trung binh nay
duge dinh nghia thi tuy nhu sau

AVB = %(A + B),
A4B = AL/2 (A—1/2BA—1/2)1/2 A2,

va

AB=2(A""+ B )L

Trong dinh nghia trén, néu ma tran A khong kha nghich, ta thay A bdi A = A + el va cho € tién
dan t6i 0 (tuong tut cho ma tran B). C6 thé thay ring trung binh cong, trung binh nhan va trung
binh diéu hoa c6 cling cac tinh chét tit (A1)-(A9). Vao nam 1980, Kubo va Ando [54] phat trién vé
Iy thuyét trung binh todn tit trén H'. Dau tién, ho dinh nghia phép ndi tiép gitta hai ma tran nhu

sau (thuat ngit “phép ndi tiép” xuat phat tir viec nghién citu mang ludi dien duge mac noi tiép).
Dinh nghia. Mot phép ndi tiép trén H 1a mot todn t1t hai ngoi o trén H thda man hé cac tien
dé sau véi moi A, A', B,B',C € H;:
(M1). bon diew: A< A B B — AcB < A'oB'.
(M2). Bat dang thitc bién thé: C(AeB)C < (CAC)o(CBC).
(M3). Lien tuc déu-dudi: if A, B, € B(H) satisfy A, | A and B, | B, then A,0B, | AcB.

V6i mbi phép ndi tiép o, chuyén vi ciia o, o' duge dinh nghia béi Ac’B = BoA. Phép nbi
tiép o dudce goi 1a doi ming néu o = o . Lién hop clia o, ky hiéu la o*, dudc dinh nghia bdi

Ac*B = (A"'oB~1)"", trong d6 A, B kha nghich. Khi o 1a phép ndi tiép khéc khong, déi ngdu
ctia o, ky hieu la o+, duge dinh nghia bsi o+ = (/)" = (o).

Tuy nhién, 1y thuyét trung binh Kubo-Ando van con nhiéu han ché. Trong cac nganh ting dung
va ki thuat, ngudi ta can nhiéu hon nhitng 16p trung binh khong phai Kubo-Ando. Vé mot s6 16p
trung binh khong Kubo-Ando doc gid quan tam c6 thé xem trong cac tai lieu [17, 23, 25, 35, 37].



Mot trong nhiing 16p trung binh khong phai Kubo-Ando quan trong la trung binh nhan dang
pho, ky higu bsi AiB, duge gidi thidu vao nam 1997 bdi Fiedler va Ptak [37]. Dai lugng nay dugc
goi 1a trung binh nhan dang pho bdi vi (A4B)? dong dang véi AB, dong thdi cac gia tri rieng clia
n6 chinh la cin bac hai ctia cac gia tri rieng tuong ting ciia AB. Vao nam 2015, Kim va Lee [52]

dinh nghia trung binh nhan dang phd cé trong nhu sau:

Ay B = (A'#B)" A (A™4B)", tel0,1]
Trong luan an nay ching toi tap trung vao hai van dé chinh sau:

1. Ham khoang cach sinh ra tir cidc trung binh toan ti. Chung t6i gidi thieu mot sé
khodng cach méi trén tap hgp cac ma tran xac dinh duong lien quan dén trung binh toan ti
va cac ting dung clia ching. Ngoai ra, chiing t6i ciing nghién cttu mot s6 tinh chat hinh hoc
clia cac gia tri trung binh nhu tinh chat "diém gitta", bat dang thic xit 1y dit lieu trong linh
vuyc thong tin lugng ti.

2. Mot trung binh nhan dang phd c6 trong sé méi. Ching toi gidi thieu mot dang trung
binh nhan dang phd c6 trong mdi, ky higu 1a (A, B), va nghién citu cac tinh chat co ban
ctia dai lugng nay. Ngoai ra chiing toi ciing thiét 1ap mot s6 bat déng thitc vé lam troi yéu-log
lien quan dén F;(A, B) va cong thiic Lie-Trotter cho F;(A, B).

Céc cong cu chinh trong nghién citu clia ching toi 1a dinh 1y pho cho ma tran Hermitian va 1y
thuyét vé trung binh Kubo-Ando. Mot s6 ki thuat co ban trong 1y thuyét vé ham don diéu toan
t v ham 10i toan tit cling duge st dung trong luan an. Ching t6i cling stt dung kién thitc co ban

trong 1y thuyét ma tran liéen quan dén céc chuan bat bién unita, vét, v.v.
Két qué chinh ctia luan an dudc trich tit cac bai bao:
1. Vuong T.D., Vo B.K (2020), “An inequality for quantum fidelity", Quy Nhon Univ. J. Sci.,
4 (3).

2. Dinh T.H., Le C.T., Vo B.K, Vuong T.D. (2021), “Weighted Hellinger distance and in be-
tweenness property", Math. Ine. Appls., 24, 157-165.

3. Dinh T.H., Le C.T., Vo B.K., Vuong T.D. (2021), “The a-z-Bures Wasserstein divergence",
Linear Algebra Appl., 624, 267-280.

4. Dinh T.H., Le C.T., Vuong T.D., a-z-fidelity and a-z-weighted right mean, Submitted.
5. Dinh T.H., Tam T.Y., Vuong T.D, On new weighted spectral geometric mean, Submitted.

Cac két qua nay cling da dugc trinh bay tai khoa Toan va Thong ke, truong Dai hoc Quy Nhon

ciing nhu tai cac hoi thdo trong nuéc va qubc té sau:



1. First SIBAU-NU Workshop on Matrix Analysis and Linear Algebra, 15-17 October, 2021.

2. 20th Workshop on Optimization and Scientific Computing, April 21-23, 2022 - Ba Vi, Viet-

nam.

3. International Workshop on Matrix Analysis and Its Applications, June 4, 2022, Quy Nhon,
Viet Nam.

4. The second international workshop on Matrix Theory and Applications, AKFA University,
November, 2022.

5. International Workshop on Matrix Analysis and Its Applications, July 7-8, 2023, Quy Nhon,
Viet Nam.

6. 10th Viet Nam Mathematical Congress, August 8-12, 2023, Da Nang, Viet Nam.

Luan an nay bao gom cac chuong gidi thieu, kién thitc chuan bi, ba chuong chinh, két luan, cac

huéng nghién citu vé sau, cac bai bao lien quan dén luan an va cudi cling 1a tai lieu tham khéo.
Trong phan gidi thiéu ching toi dua ra kién thitc nén dé tiép can luan 4n dong thoi giai tich

tai sao cac van dé trong luan an la c6 ¥ nghia va quan trong. Ngoai ta ching toi cling tém tat noi

dung luan 4n thong qua viéc nhan manh cac két qua tit ba chuong chinh.



Chuong 1

Mot sé két qua chuan bi

1.1 Nhing kién thic co ban cta ly thuyét ma tran

Goi N la tap tat ca cac sd tu nhién. V6i mdi n € N, ta ky hieu M, 1a tap tat ca cac ma tran
phtic cap n x n, H, 1a tap tat cd cdc ma tran Hermitian cap n x n , H! 1a tap cdc ma tran nita
xac dinh duong cap n x n, P, 1a tap cac ma tran xac dinh duong cap n x n tréen M,,, va D,, la
tap cidc ma tran mat do, tic 1a cac ma tran xac dinh duong va c6 vét bang 1. Ky hieu I va O ma
cadc ma tran don vi va ma tran khong trén M,,, tuong tng. Luan an giai quyét cic van dé trén ma
tran, tic 1a cac toan tiu trong khong gian Hilbert # httu han chiéu. Ching t6i sé nhan manh trong

truong hop khong gian vo han chiéu, néu can thiét.

Nhéc lai rang véi hai vector z = (z;),y = (y;) € C", tich vo huéng (z, y) clia x va y dugce dinh
nghia la (z,y) = Z z;ij;. Vi A € Ml,,, ma tran chuyén vi lien hgp A* ctia A 1a ma tran lien hop
J
ctia ma tran chuyén vi AT, Ta c6, (Az,y) = (x, A*y).

Dinh nghia 1.1.1. Ma tran A = (a;);,_, € M, dugc goi la :

(i) chéo, néu a;; = 0 khi i # j.

(ii) kha nghich, néu ton tai ma tran B cAp n X n sao cho AB = I,,. Trong truong hop nay A c6
duy nhat mot ma tran nghich dao, ky hieu 1a A=! € M, sao cho A7'A = AA~' =1,.

(iii) chuan tdc, néu AA* = A*A.

(iv) unita néu, AA* = A*A = I,,.

(v) Hermitian, néu A = A*.

(vi) nita xac dinh duong, néu (Ax, z) > 0 v6i moi x € C".

(vil) xac dinh duong, néu (Az,z) > 0 véi moi z € C"\{0}.



Dinh nghia 1.1.2 (Thu tu Lowner [86]). V6i A, B € H,,. Ta n6i A > B néu va chi néu A — B la

ma tran nita xac dinh duong.
Véi A € M, ta ky hieu cac gia tri rieng ctia A bdi A;(A), v6i j = 1,2, ...,n. Ky hieu \(A) =
(A(A), A2(A), ..., A (A)) nghia la A\ (A) > Ma(A) > ... > A\, (A).
Modun cua ma tran A € M, 1a can bac hai ciia ma tran A*A va duge ky hiéu la
A = (A" 4)%.

Ta goi cac gia tri riéng clia ma tran |A| 1& cdc gid tri ky di cta A va ky hieu la s;(A), véi
j=1,2,...n. Ky hiéu s(A) = (s1(A), s2(A),...,s,(A)) nghia la s;(A) > s2(A) > ... > s5,(A).

Vét clia ma tran A = (a;;) € M, ky higu 1a Tr(A), 1 tdng cac phan tit trén dudng chéo chinh
hay chinh la tong cac gia tri rieng \;(A) ciia A, tic 1a,

i=1 i=1
Lién quan dén vét clia ma tran, ching toi nhic lai bat ding thiic Araki-Lieb-Thirring [18], dugc
diing xuyeén sudt trong luan an nay.
Dinh 1y 1.1.1. Cho A va B la hai ma tran nia zdc dinh duong, vdi q > 0, ta co
Te[(BarBs) | <1 [(BRaBE)|, ifre01)
Va4
T T a 1 1 q
Te[(BEATBE) | = |(BRABY) |, i =1,
Dinh thic ctia ma tran A duge dinh nghia va ky hiéu nhu sau
det(A) = > (Sgn(p) H%) =1]n
PES i=1 j=1

trong d6 S, 1a tap tat ca cac hoan vi p ctia tap S = {1,2,...,n}.

Ham || - || : M,, — R dugc goi 1a mot chudn ma tran néu véi moi A, B € M, va Va € C ta co:
(i) [|All = 0.
(ii) ||A|l = 0 néu va chi néu A = 0.
(iti) [leAll = [af - [|A]].

(iv) [|A+ B[l < [|All + [IB]I



Ngoai ra, mot chuan ma tran duge goi la dudi nhan tinh néu
[AB| < [[A]l - || B]|-

Mot chuan ma tran duge goi 1a bat bién unita néu véi mdi A € M, ta ¢

| = JlAJl v6i moi
U,V € U, la cac ma tran unita. Céc chuan nay duge ky hieu 1a ||| - |||.

Sau day 1 mot s6 chuan quan trong trén M.,.

Chuan toan tit ctia A, duge dinh nghia béi
1[Alllop = VA1 (A*A) = s1(A).

k-chuan Ky Fan la tong ctia cac giéa tri ky di, tic la,

JAlle = 3 si(A).

=1

p-chuan Schatten duge dinh nghia bai

n 1/p
|4l = (Z sf<A>> .

V6i p = 2, ta duge chuan Frobenius hay con duge goi 1a chuan Hilbert-Schmidt:

n 1/2
1Al = (Tr|AP2)Y? = (Z s§<A>) .

j=1
V6i v = (z1,29,...,2,) V& y = (Y1,%2,...,%,) 12 hai vector trong R". Ky hi¢u z+ = (33[1],

T, . - - ,l‘[n]) néu cac toa do clia vector z duge giam dan, nghia 1a zp) > zg > ... > },). Ta noi

rang x dugc lam troi béi y, ky hieu 1a z < y, néu

k k n n
megzw], k:1,2,...,n—1, va Z:L’[Z-]:Zy[i].
i=1 =1 =1 =1

k k

Ta n6i x dudgc lam troi yéu béi y néu Zm[ Z ...,n, ky hiéu 1a z <, y. Néu
=1 =1

x>0 (ttcla,z; >0v6ii=1,...,n) vay > 0, tanoi z lam troi log-yéu bdi y, ky hieu 1a z <., v,

néu
k k n n
Ha:[i]gny[i], k=1,2,....,n—1, va mezny[i].
=1 =1 =1 =1

N6i mot cach khac, r <)o y néu va chi néu log x < log y.



1.2 Ham ma tran va trung binh ma tran

Bay git ching ta nhéc lai dinh 1y phd, day ld mot trong nhing cong cu quan trong nhat ciia
giai tich ham va giai tich ma tran.
Dinh 1y 1.2.1 (Phan tich phd, [9]). Goi Ay > Xy... > \¢ la cdc gid tri riéng cia ma tran
Hermitian A. Khi dé .
A=) NP,
j=1

trong dé P; la cdc phép chiéu truc giao lén cdac khong gian con sinh bdi cdc vector sinh bdi cdc gid

tri riéng ;.

V6i f 1a mot ham thuc xéc dinh trén khoang K C R va v6i moi ma tran Hermitian A véi pho
trong K, ma tran f(A) dugc xac dinh theo nghia ctia giai tich ham, nghia 1,

k

A=D NP = [(A)=3 )

Jj=1

Tic 1a, néu A = U diag (A1, ..., \,) U* 1a phan tich phd ctia A (trong d6 U 1a ma tran unita), thi

Tiép theo ta nhic lai cac khéai nigm vé ham ma tran/ham todn ti. Loewner la nguoi dau tién
nghién citu vé cac ham toan tit don diéu [63] vao nam 1930. Cuing thoi gian nay, Kraus nghien cttu
cac ham toan tu 161 [55].
Dinh nghia 1.2.1. ([63]) Mot ham lién tuc f xac dinh trén khodng K (K C R) duge goi 1a ham
todan it don diéu cap n trén K néu véi hai ma tran Hermitian A va B trén M, ¢6 pho ndm trong
K, ta phai co

A< B kéotheo f(A)< f(B).

Néu f 1a ham toan t don diéu moi cap thi f dugc goi 1a ham todn ti& don diéu.

Dinh 1y 1.2.2 (Bat dang thitc Lowner-Heinz, [86]). Ham f(t) = t" la ham todn ti don diéu trén
[0,00) v3i 0 <r <1. Cu thé hon, vdi hai ma tran nia zdc dinh duong A < B, ta c6

A< B, 0<r<l.

Dinh nghia 1.2.2. ([55]) Mot ham lién tuc f xac dinh trén khoang K (K C R) dugce goi la ham
todn ti 1oi cap n trén K néu véi hai ma tran Hermitian A vi B trén M, c6 pho nam trong K va
v6i moi 0 < \ < 1, ta phai c6

FOA+ (1= NB) < Af(A) + (1 - Nf(B).
Néu f 1a ham toan ti 16i v6i moi cap thi f dudc goi 1a todn tii loi. Néu —f 1a toan tit 16i thi ta

noi f la todan ti lom.
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Dinh 1y 1.2.3. ([10]) Ham f(t) = t" trén [0,00) la todn ti loi néur € [—1,0]U[1,2]. Cu thé han,
vdi hai ma tran nia xdac dinh duong A, B va vdi moi X € [0,1], ta cé

(M + (1= AN)B)" < AA" + (1 — \)B".

Mot vi du quan trong khac 1a ham f(t) = logt, day 1a ham toan tt don diéu trén (0, 00), con
ham ¢(t) = tlogt 1a ham toan ti 16i. M6i lien he gitta ham toan tit don diéu va ham toan ti 16i
duge thé hien qua dinh 1y sau.

Dinh 1y 1.2.4. (/9]) Cho f la mot ham lién tuc trén [0, «). Cdac diéu kién sau la tuong duong:

(i) f la ham toan ti loi va f(0) <O.
ft)

(i) Ham g(t) = e la ham todn ti don diéu trén (0, ).
Dinh nghia 1.2.3 ([10]). Goi f(A, B) 1a ham ma tran hai bién vé6i gia tri thuc. Khi d6, f dugc

goi 1& lom dong thoi, néu v6i mdi 0 < a < 1,
flaAr + (1 —a)Ay,aB) + (1 — a)B) > af(Ar, Bi) + (1 — a) f(As2, Ba)

v6i moi Ay, As, B, By. Néu — f 16m dong thai, ta néi f 1a loi dong thoi.

Ching ta sé nhic so luge vé dao ham Fretchet, cu thé hon 13 dao ham ctia ma tran. Véi X,Y
1a cdc khong gian Banach thuc va £(X,Y) 1a khong gian cac toan tit tuyén tinh bi chin tit X vao
Y. Cho U la mot tap con mé ctia X. Mot anh xa lién tuc f tuw U vao Y duge goi la kha vi tai mot
diém u thuoc U néu ton tai T € L(X,Y) sao cho

— -T
) — f) Tl

v=0 o]

0.

D@ thay 1a sy ton tai ctia T' (néu ¢6) 1a duy nhat. Néu f kha vi tai u thi toan tt T 6 trén duge goi
la dao ham cia f tai u va duge ta ky hiéu la D f(u), hodc 1a 9f(u). Ta con goi dao ham nay 1a
dao ham Fretchet. Néu f kha vi tai moi diém trén U thi ta néi f kha vi trén U. Ta thay la, néu
f kha vi tai u thi v6i moi v € X

Df(u)(v) = —| flu+tv).

Day con goi la dao ham ctia theo huéng cua f tai u theo huéng v.
Néu f1, fo 1a hai ham kha vi thi f; + f5 ciing kha vi va
D (fi+ f2) () = Dfi(u) + D fo(u).
Ham hgp ciia hai ham kha vi f va ¢ ciing kha vi va ta c6 quy tac dao ham ctia ham hop
D(go f)(u) = Dg(f(u)) - Df(u).
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Mot quy téc quan trong ctia cac ham thue d6 1a quy tac dao ham clia tich, tic 1a (fg) = f'g+gf’.
Néu f va ¢ la cAc ham nhan gia tri trong khong gian Banach thi tich ciia hai ham cé thé khong
xac dinh duge trit khi range ctia n6 1a mot dai s6. Tuy nhién, ta vAn c6 thé thiét lap mot quy téc
tong quat cho dao ham ctia ham tich. Cho f, ¢ 1a hai ham kha vi tit X vao Y7, Y, tuong ting. Xét
B 1a mot anh xa song tuyén tinh lién tuc tit Y; x Y5 vio Z. Goi ¢ la anh xa tit X dén Z dugce dinh
nghia béi p(x) = B(f(x), g(z)). Khi d6, v6i moi u,v trong X

Dop(u)(v) = B(Df(u)(v), g(u) + B(f(u), Dg(u)(v)).

Day 1a quy tac ctia dao ham tich. Xét truong hgp dac bigt 1a V) = Yo = L(Y) - dai s6 cic toan tit
bi chan trong khong gian Banach Y. Khi d6 ¢(x) = f(z)g(x) 1a tich thong thudng ctia hai toan
tit. Quy tac dao ham tich 1a

De(u)(v) = [Df(u)(v)] - g(u) + f(u) - [Dg(u)(v)]

Dao ham Fretchet cap cao dugc dong nhat v6i 4nh xa da tuyén tinh. Cho f 1a mot anh xa kha vi
di tit X vao Y. Tai mdi diém u, dao ham D f(u) la mot phan tit ctia khong gian Banach £(X,Y).
Do d6 ta ¢6 anh xa D f tit X vao L(X,Y), xac dinh b6i Df : w — D f(u). Néu anh xa nay kha vi
tai diém u, ta néi ring f kha vi dén cap hai tai u. Dao ham ctia anh xa Df tai v duge goi 1a dao
ham cap hai clia f tai u. Ky hieu la D?f(u). Day 1a mot phan tit ctia khong gian £(X, £(X,Y)).
Goi L5(X,Y) 1a khong gian cac anh xa song tuyén tinh bi chin tit X x X vao Y. Phan tit clia
khong gian nay la cac anh xa f tiut X x X vao Y ma tuyén tinh theo ci hai bién, dong thoi ton
tai hang s ¢ sao cho
1f (1, m2)[| < ez [l

v6i moi 21,75 € X. Infimum clia cac s6 ¢ nhu vay ky hiéu 1 ||f||. Day 1a mot chuan trén khong
gian L£4(X,Y), va khong gian nay tré thanh khong gian dinh chuan véi chuan nhu trén. Néu ¢ 1a
mot phan tit ctia L(X, L(X,Y)), ta dat

@ (21, 2) = [@ (z1)] (x2) for x1,20 € X.

Khi d6 ¢ € Lo(X,Y). Ta thay raing anh xa ¢ — @ la mot dang cy. Nhu vay dao ham cap hai clia
mot anh xa kha vi cap hai f tit X vdo Y c6 thé dudge xem nhu mot anh xa song tuyén tinh tit

X x X vao Y. Dé thay rang anh xa nay doi xing theo hai bién, tic 1
D?f(u) (v1,v2) = D* f(u) (va, v1)

v6i moi u, v, v2. Dao ham cap cao duge dinh bang cach lap lai quy trinh trén. Dao ham cap p cia
anh xa f tit X vao Y dudc dong nhat v6i anh xa p-tuyén tinh tit khong gian X x X x ---x X (p
lan) vio Y. Mot cach thuan tien dé tinh dao ham cap p ctia f la cong thitc sau

op

Dpf(U)(’Uh...,Up):m f(U+t1U1+"'+tpUp).
P t1:"~:tp:0

Trong su lien he v6i nganh ki thuat dien, Anderson va Duffin [3] dinh nghia tong song song
cua hai ma tran xac dinh duong A va B bdi

A:B=(A"+B )
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N . . A+ B
Trung binh dieu hoa 2(A : B) la doi ngau cta trung binh cong AVB = +

. Cling trong khoang

thoi gian nay, Pusz va Woronowicz [69] gi6i thiéu trung binh nhan la
AtB = AV? (A—1/2BA—1/2)1/2 A2
Ho chiing minh ring trung binh nhan 1a nghiém xac dinh duong duy nhat ctia phuong trinh Riccati
XA'X =B.

Vao nam 2005, Moakher [65] va sau d6 14 vao nam 2006, Bhatia va Holbrook [14] nghién cttu cau

tric clia da tap Riemannian Hf. Ho chi ra rang dudng cong
Y(t) = A B = A2 (A7 BAYA) A2 (¢ € [0,1])

1a duong tric dia duy nhat ndi A va B va goi 1a t-trung binh nhan hay trung binh nhan c6 trong.
Trung binh diéu hoa c6 trong va trung binh cong c6 trong duge dinh nghia béi
1

AB= (A" +(1-t)B7")

and
Bét dang thitc vé sy lien hé gitta ba trung binh trén la bat déng thic trung binh diéu hoa, trung
binh nhan va trung binh cong [47, 60]

AlLB < A%,B < AV,B.

Ba trung binh trén déu la trung binh Kubo-Ando. Chung ta sé nhic so luge vé 1y thuyét trung
) 1+1¢
binh Kubo-Ando [54] tong quat ¢ day. Véi > 0 va t > 0, ham ¢(z,t) = x(_—:-t) bi chan va lién
T
tuc trén nita duong thang thie mé rong [0, oo]. Ly thuyét Lowner ([9, 45]) vé cdc ham toan tit don
diéu chi ra rang anh xa m — f, xac dinh béi
flz) = ¢(x,t)dm(t), véi z > 0,

[0,00]
thiét lap mot ding cau affine giita 16p cac do do Radon duong trén [0, oo] 1én 16p cdc ham toan ti
don diéu. Trong biéu dién trén, f(0) = inf f(x) = m({0}) and inf f(z)/z = m({cc}).
Dinh 1y 1.2.5. [Kubo-Ando] V&i moi phép néi tiép o, ton tai duy nhat mot ham todn ti don diéu
f Rt = R", théa man

f) 1, = I,o(tl,),t >0,
va vdi A, B > 0 ta co
AoB = A2 f(A"2BA2) Az,
trong do vé phdi cia dang thic trén duge hiéu theo nghia cia gidi tich ham va dude md rong cho
A, B >0 bang cach
AoB = lir%(A +el,)o(B+ely,).
€E—>

. N N -2 X ?
Ta goi f la ham biéu dién cia o.
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Dinh 1y tiép theo dugc suy ra tit biéu dién tich phan ctia ham ma tran don diéu va dinh 1y

trén.

Dinh 1y 1.2.6. Anh ra m v o, xdac dinh boi

AocB = aA+ LB +/ #{(tA) : B}dm(t)

(0,00)

trong do
a =m({0}) va b =m({c0}),

thiét lap mot dang cau affine ti ldp cdc do do Radon duong trén [0,00] vao I6p cdc phép noi tiép.

Néu P va (Q 1a hai phép chiéu thi cong thitc cho Po@ don gian hon.
Dinh 1y 1.2.7. Cho trung binh o. Khi dé vdi hai phép chiéu P va Q, ta cé
PoQ=a(P-PANQ)+bQ—-PANQ)+PANQ,

trong do

a=100 wva b= lim(lox)/z.
Tr—r00

Mot hé qua tic thi cua dinh 1y trén 1a
PlQ=PNQ va P#Q=PANQ.

Cho f 1a ham bicu dién ctia 0. Vi f(z~!) 14 ham biéu dién ctia trung binh chuyén vi ¢/ nén o doi
xting néu va chi néu f(z) = xf (~!). Dinh 1y tiép theo cho ta sy biéu dién tdng quat ctia phép
no6i tiép doéi xing.

Dinh 1y 1.2.8. Anh xa n +— o, xdc dinh boi

AoB = g(A+ B) +/ 12—*?{@,4) . B+ A: (tB)}dn(t),

(0,1]

trong dé c = n({0}), thiét lap mot dang cau affine ti 1op cic do do Radon duong trén doan [0, 1]
len 1dp cdc phép noi tiép doi zing.
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Chuong 2

Khoang cach Hellinger c6 trong

Trong nhitng nam gan day, cdc nha nghién cttu quan tam nhiéu dén cdc khoang cach xac

dinh trén tap cac ma tran xac dinh duong P, Cung véi khoadng cach co dién la khoang céch
" 1/2

Riemannian dr(A, B) = (Z log? )\,-(A_lB)) (trong d6 \;(A™'B) la céac gia tri rieng clia ma
i=1

tran A~Y/2BA~1/2), con nhiéu loai khoang cach quan trong khéc. Hai trong s6 céc khoang cach dé

14 khoéng cach Bures-Wasserstein, xuat hien trong ly thuyét toi wu van tai [13]:
dy(A, B) = (Tr(A+ B) — 2 Tr((Al/zBAl/g)l/g))l/z |

va khodng cach Hellinger hay khodng cdch Bhattacharya trong ly thuyét thong tin lugng tit [75]:

dn(A,B) = (Tr(A+ B) — 2Tr(A1/2B1/2))1/2'

Cht ¥ 1a khoang cach dj, chinh la khoang cach Euclidean gitta A2 va BY/2, titc la, ||AY2 — BY?||p.

Gan day, Ha [43] gidi thieu khoang cdch Alpha Procrustes xac dinh bdi: Véi a > 0 va hai ma
tran nta xac dinh duong A va B,
dp.o = ldb(Azo‘, B*),
!
Ong da chitng minh ring céc khoang cach Alpha Procrustes la céc khoang cach Riemann tuong
ing v6i mot ho cac metric Riemann trén khong gian cac ma tran xac dinh duong, bao gom ca cac
metric Riemann Log-Euclidean va Wasserstein. Vi khoang cach Alpha Procrustes dugc dinh nghia
dya trén khoang cach the Bures-Wasserstein, nén ta cting goi no6 1a khodang cich Bures- Wasserstein
co trong. Theo cach nhu trén, trong chuong nay chung t6i dinh nghia khodng cdich Hellinger co
trong cho hai ma tran nita xac dinh duong béi

1
dno(A, B) = adh(A?“, B*),

sau d6 nghién cttu cac tinh chat clia no.

Céc két qua trong chuong nay duge lay tu [32].
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2.1 Khoang cach Hellinger c6 trong

Dinh nghia 2.1.1. V6i hai ma tran nita xac dinh duong A, B va vé6i o > 0, khoang cach Hellinger
c6 trong gitta A va B dugc dinh nghia béi

dno(A, B) = édh(A%‘, B*) = l(Tr(AM + B**) — 2Tr(A“B%))z.

(%

[SIES

Meénh dé 2.1.1. Vdi hai ma tran nia zdc dinh duong A va B,
lim dj, o(A, B) = ||log(A) — log(B)|[3-
Meénh dé 2.1.2. Vdi hai ma tran nia xdc dinh duong A va B, ta cé

db,a(Aa B) S dh,a<A7 B) S ﬁdb,a(Aa B)

2.2 Tinh chat diém gia

Vao nam 2016, Audenaert [5] gidi thieu tinh chat diém gitta ctia cic trung binh ma tran. Ta
néi trung binh ¢ théa méan tinh diém gitta tng v6i khoang céch d néu véi mdi cip ma tran xac
dinh duong A va B,

d(A,AcB) < d(A, B).

Trong tai lieu [34], cac tac gia gidi thieu va nghién citu tinh chét trong hinh cau clia cac trung
binh ma tran. Dinh, Franco va Dumitru ciing da cong bd mot sd cong trinh vé cac tinh chat hinh
hoc nay [26, 28] cho trung binh lity thita p,(t; A, B) := (tAP + (1 — t)BP)Y/? ting v6i cac khoang
céch khéac nhau. Ho cling da xét truong hop trung binh lay thita Kubo-Ando [54] duge dinh nghia
bdi

Py(t, A, B) = AV (tI + (1 — t)(A~/2BA/2)p) /P 412,

Trong muc nay, ching toi tap trung nghién ctu tinh diém gitta ctia trung binh liiy thita tng
v6i cac khoang cach Bures-Wasserstein c6 trong va khodng cach Hellinger c6 trong. Bing cach sit
dung cac tinh chat 16i, 16m ctia ham mi, ngoai viéc chitng minh trung binh liy thita théa méan
tinh chat diém gitta ting v6i dy (Dinh 1§ 2.2.1) va d,, (Dinh Iy 2.2.2), chiing t6i cling chitng minh
rang trong so cic trung binh doéi xing, trung binh cong la trung binh duy nhat théa méan tinh

chat diém giita ing khoang cach Bures-Wasserstein c¢6 trong va khoang cach Hellinger c6 trong.
Dinh ly 2.2.1. V5i0<p/2<a<pwva0<t<1. Tacoé
dh,a(A7 Mp(t’ A7 B)) S dh,a(Aa B)7

vot moi A, B € P,.
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Dinh 1y 2.2.2. Vi 0<p/2<a<pwal/2<t<1. Taco
db,a(A7 :UJp(tv A7 B)) S db,a(Aa B)7

vot moi A, B € P,.

Trong [28, Dinh ly 2] cac tac gid ching minh rang trung binh liy thita Kubo-Ando P,(t, A, B)
thoa tinh chat diém gitta dua vao su kien ham g(t) = Tr(AY2P,(t; A, B)Y/?) 1a ham lom. D& y la
P,(A, B) # P(B, A), tiic 1a P, khong ddi xing. Tuy nhién, véi cdc trung binh ma tran déi xting

thi ta c6 két qui sau ma chiing minh ctia n6 duge dya vao [22].

Pinh 1y 2.2.3. Cho o la mot trung binh déi zing va gid st rang mot trong hai bat ding thic sau
zdy ra vdi moi cip ma tran xdc dinh duong A, B bat ki:

dp.o(A, AoB) < djyo(A, B) (2.1)

hodc
dyo(A, Ao B) < dy (A, B). (2.2)

Khi dé o chi co thé la trung binh cong.

Trong chuong nay, ching to6i giéi thiéu mot khodng cach méi duge goi la khoang cach Hellinger
c6 trong va nghién citu cac tinh chat ctia n6. Khoang cach nay duge xay dung dya trén phuong
phéap ctia Minh khi ong xay dung khoang cach Bures c6 trong s6. Khoidng cach Bures c6 trong 1a
mot phién ban md rong véi mot tham sb ctia khodng cach Bures. Trong chuong tiép theo, ching
toi giGi thieu mot phan ky lugng tit méi duge goi la phan ky a-z-Bures Wasserstein, duge coi la

mot phién ban md rong v6i hai tham s ctia khodng cach Bures.
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Chuong 3

Phan ky a-z-Bures Wasserstein

Ta biét rang trén da tap Riemannian cac ma tran xac dinh duong, trung binh nhan
AﬂtB _ Al/?(A—l/QBA—1/2)tA1/2

1a duong trac dia duy nhat ndi A va B, trong d6 A, B € P,. Vi t = 1/2, At /2B trung binh nhan
ciia A vd B. R6 rang rang Af 2B 13 mot su téng quét 1én ma tran clia trung binh nhan vab cia
cac s6 duong a va b. Vao nam 2004, Moakher [65] va sau d6 1a Bhatia vaHolbrook [14] nghién ctiu
bai toan tong binh phuong bé nhat

. 2
gl;rg;éz(X, Ay), (3.1)

trong do Ay, Ag, -+, A, 1a cac ma tran xac dinh duong va d5(A4, B) = ||log(A™!B)||z 14 khodng
cach Riemannian gitta A va B. Ho chi ra rang phuong trinh (3.1) ¢6 mot nghiem xéc dinh duong
duy nhat goi 1a trung binh Karcher ctia A, Ay, --- , A,,,. Trong mot s6 tai liéu, trung binh nay con
c6 céc tén goi khac nhau nhu trung binh Fréchet, trung binh Cartan hay trong tam Riemannian.
Hon nita nghiém ctia phuong trinh (3.1) ciing 14 nghiem xac dinh duong duy nhét ctia phuong
trinh Karcher .
> log(X'2A4,X1?) = 0. (3.2)
i=1
Trong [60], Lim va Palfia chi ra ring nghiém ctia phuong trinh (3.2) chinh 14 nghiém ctia phuong
trinh ma tran sau khi t — 0,

"1
X = Z %XﬁtAi. (3.3)
=1

Gan day, Franco vad Dumitru [38] gi6i thiéu dai lugng goi 1a trung binh liiy thita Rényi ctia céc
ma tran. Cu thé hon, véi 0 < a; < z; < 1 va v6i cac ma tran xac dinh duong A;, B;, sit dung céc
tiép can trong [60] dugc phét trién bsi Lim va Palfia, ho chitng minh ring phuong trinh ma tran

m

X = wiPa,. (X, A) (3.4)

i=1
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c6 mot nghiem xac dinh duong duy nhét, trong d6 (w;) 1a vector xéc suat va P, .(A,B) =
l1—«a -«

(B2 A*B'% )7 la ham ma tran xuat hién khi Audenaert va Datta [7] dimg dé dinh nghia a-
2-Renyi entropy tuong déi vao nam 2015.

Dé y 1a trong phuong trinh (3.4) néu ta thay P, .,(X, A;) bdi trung binh nhan X#;A;, nghiém
tuong ting clia phuong trinh ma tran nay chinh 1a trung binh lity thita. Bay gio, néu ta thay khoang
cach trong phuong trinh (3.1) nghiém ctia bai toan nay sé khéac, néu né ton tai. Thu vi thay, trong
cac ing dung, ngudi ta doi khi quan tam dén cidc ham tuong ty ham khoing cach mién sao né c6
thé phan biét duge cho ta hai diém dit lisu. Cac ham nay khong nhat thiét déi xing, khong can
phai thoa man bat ding thitc tam gidc. Cac phan ky 1a cac ham nhu vay. Mot vi du quan trong
vé phan ky 1a phan ky Bures-Wasserstein duge nghién citu béi Bhatia va cac cong su [13], dugc
dinh nghia nhu sau:

dy(A, B) = (Tr((A + B)/2) — Tr(AYV2BAY?)V/%)1/2,

trong do Tr((AY2BAY2)'/2) 1a do chinh xac lugng tit giita hai ma tran xac dinh duong A va B.
Cac tac gid chiing minh ring d? 1a mot phan ky lugng tit va gidi bai toan tong binh phuong bé
nhét tng véi phan ky Bures-Wasserstein. Trong cong trinh khéac [14], ho da gi6i thieu phan ky
Bures-Wasserstein c¢6 trong duge dinh nghia baéi

dy(A, B) = (Tr((1 — t)A + tB) — Tr(F,(A, B))"?,

trong d6 F,(A, B) = Tr(A's BA= )t dudc goi la tua entropy tuong déi nhiéu ldp [59, 79]. Ho
ciing da giai bai toan tong binh phuong bé nhat ting v6i phan ky nay. Dé § 1a (AYV2BAY2)Y/2 va

(A%BA%)t ciing chinh la cac phién ban md rong lén cho ma tran cta trung binh nhan vab va

trung binh nhan c6 trong a'!~'b' ctia hai s6 duong a va b, tuong tng.

Dugc thic day béi cac nghién citu dude dé cap & trén, trong chuong nay, ching toi gidi thieu
va nghién cttu cac tinh chat khac nhau ctia phan ky a-z-Bures Wasserstein duge dinh nghia nhu
sau:

O(A,B)=Tr((1 —a)A+aB) — Tr(Qa..(A, B)), (3.5)

trong d6 A va B la cac ma tran xac dinh duong, va Q. .(A, B) = P, (B, A). Ro rang 1a Q, (A, B)

ciing 14 mot phién ban ma tran tham s6 héa clia trung binh nhan c6 trong s6 a!~b“.

Céc két qua ctia chuong nay duge lay tu [30, 31, 32, 77].

3.1 Phan ky a-z-Bures Wasserstein va bai toan tong binh
phuong bé nhat
Dinh nghia 3.1.1. ([11]) Mot ham tron @ : P, x P,, — R* dugc goi 1a phan ky lugng ti néu
(i) ®(A, B) =0 néu va chi néu A = B.
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(i) Dao ham cip mot D® theo bién thit hai triet tieu tren dudng chéo, tic 1a

D®(A, X)|x-a = 0.

(iii) Dao ham cap hai D?*® khong am trén duong chéo, tic 1a
D*®(A, X)|x=a(Y,Y) >0 v6i moi ma tran Hermitian Y.
Dinh 1y 3.1.1. V51 0 < a <z < 1. Dai lugng
O(X,Y) =Tr((1 — a)X +aY) — Tr(Qu.(X,Y)) (X,Y >0)
la mot phan ky.
Chiing toi ciing giai bai toan tong binh phuong bé nhat ting v6i ®(A, B) va chi ra ring nghiem
Cga bai toan nay cfing chinh 13 nghiém xac dinh duong duy nhét ctia phuong trinh ma tran

Z wiQa,z (X, Al> = X.
=1

Dinh 1y 3.1.2. Vi 0 < a <z <1, ham

Zwl (A;, X)

dat gid tri nhé nhat tai Xy, trong dé Xy la nghiém zdc dinh duong duy nhat cia phuong trinh ma
tran

Z wiQa,z<X7 Az) = X.

i=1

Trong [49], M. Jeong va cong su da nghién citu nghiém nay va ky hi¢u nghiém nay 1a R, .(w, A)

va goi 1a trung binh a-z ¢6 trong bén phai. Sau d6 ching to6i tiép tuc nghién citu dai lugng nay va
dat dugc nhiéu két qua méi.
Dinh 1y 3.1.3. Vi 0 <a<z<1l,a#1,2z#0. Dat A = (Ay,..., An) la mot bo m ma tran zdc

dinh duong, va w = (wy, ..., wy,) la mot vector xdc suat. Ta cé
l—a -1
A, )

1+z—a = 1+2z—« z "
1_a2wj <Raz(wA)§( I_l—a;wj

l—«o 11—«

Bat dang thitc thit hai zay ra khi (1 4+ 2z —a)l — 2> ijj%a kha nghich.
j=1

Hwang va Kim [48] moi m-trung binh ¢6 trong G,, nam gitta trung binh cong va trung binh
nhan, ham G* = G,,(w, ) : P - P kha vitai I = ([,...,I) va

DGEM)(X1, oo, Xm) = > w; X
j=1

Chia ¥ rang trung binh a-z c¢6 trong bén phai khong théa man diéu kien & trén. Tuy nhién, ta
van c6 két qua tuong tir nhu sau.
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Dinh 1y 3.1.4. Vdiw = (w1, ..., wy) la mot vector zdc suat va dat RS, = Ra,.(w, ) : Pi' — P,,.
Khi dé R, khd vi tai 1= (1,...,I), va

DR .(D)(X1, .., Xp) = Y w; X
j=1

Cudi cung, ching t6i chiing minh R, .(w,A) thoa la trung binh Lie-Trotter nhiéu bién.

Dinh ly 3.1.5. Dai luong R, .(w, A) la trung binh Lie-Trotter nhiéu bién, nghia la, vdi moi vector

zdc suat w = (wy, Ws, ., Wy,), ta co

lim R (@, 71(5), s Y ()M = exp (D w597(0)),

j=1

vdie >0 va vy, : (—e,e) — Py, la cdc duong cong khd vi va v;(0) = I, vdi moi j =1,2,...,m.

3.2 Bat dang thic xi¢ Iy dit lieu va tinh chat diém gita

Trong phan nay, ching toi chiing minh phan ky nay thoéa man bat ding thitc xit 1y dit lieu
(DPI) trong 1y thuyét thong tin lugng tit. Bat dang thitc xit 1y dit licu 13 mot khai niém lién quan
dén 1y thuyét thong tin, né khing dinh ring noi dung thong tin ctia mot tin hieu khong thé dugc
tang lén thong qua mot phép toan vat 1y cuc bo. Diéu nay c6 thé duge dién dat mot cach ngin
gon nhu "sau xtt Iy khong thé tang thong tin", tic 1a, déi v6i moi phép anh xa hoan toan duong

bdo toan vét £ v moi ma tran xac dinh duong duong A va B,

P(E(A),E(B)) < ®(A, B).

Ngoai ra, ching toi con chi ra ring trung binh liiy thtta u(t, A, B) = ((1 — ¢) AP + th)l/p thoa

man tinh chit diém giita tGng véi phan ky a-z-Bures Wasserstein.

Dinh 1y 3.2.1. Véi A BeP,,0<a<2<1,1/2<p<1wvaa<zp Khidévdi moima trgn
xdc dinh duong A va B, ta cé
B(A, 1) < D(A, B).

3.3 Do chinh xac ludgng ti¥ va cac phién ban tham sé héa

Do chinh x4c lugng tit 1a mot dai lugng quan trong trong 1y thuyét thong tin lugng ti va 1y
thuyét hén don lugng tit. N6 dung dé do khoang cach gitta cac ma tran mat do, dugc coi la cac
trang thai luong tit. Mic du né khong phai 1a mot metric, tuy nhién né c¢6 nhiéu tinh chat hitu
ich c¢6 thé dung dé dinh nghia mot metric trén khong gian cédc ma tran mat do. Trong phan nay

chiing t6i sé trinh bay mot s6 tinh chat ctia do chinh xac luong tit v mot sd phién ban mé rong
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ctia n6. Mot két qua quan trong do 1a ching toi dua ra mot cong thitc biéu dién cho do chinh xac
lugng ti a-z

fa z(p7 O') — Ty (pa/ZzO_(lfa)/zpa/Qz)Z B (O_(lfa)/sza/zO_(lfa)/Zz)Z 7
trong d6 p va o la cac ma tran xac dinh duong. Cu thé hon, né 1a cuc tiéu ctia cac ham ma tran

PX) = 2T (05020 5 X) = (c — )T (6 F X0 ) 7

va

Q) = (T 20 7 X)) (Te(o F X))

Dinh ly 3.3.4. Cho p,o la cic ma tran xdc dinh duong va 0 < a < z < 1. Ta co

(i) fa-(p,0) =min P(X).

X>0

(1) fa:(p;0) = min Q(X).

— @

(O’ 2z pzo' 22 )Z 10’ 2z .

Hon nita, gid tri nhé nhat nay dat duoc tai Xo = o =

3.4 DO chinh xac a-z gitta cac quy dao unita

Trong phan cudi ctia chuong nay, ching toi st dung f, . dé do khodng cach gitta hai quy dao
unita va chitng minh rang tap cac khodng cich nay chinh 1a mot khodng déng trong R¥.

a o« 11—«
z

Dinh ly 3.4.2. Vdi p,0 € D,,, do chinh zic a-z, fo.(p,0) = Tr (0‘12_2 p=0 2= ) gitia hai quy dao

unita U, va U, théa man

oz(p, UoU™) A (p
s, Fol U0 =
va

az(p, UoU") A (p :
UIEI}JID fa:(p,UcU) Z

trong dé X(p) = (M1, ..., \n) la cdc gid tri riéng cia p va M\ (p) (tuong 1ing )\T(p)) ky hiéu cho viéc
cac gid tri rieng Np) duge sap xép giam dan (tuong tng ting dan).

Dinh Iy 3.4.3. Véi0<a<z<1,

{aslp,UsU") : U € UEDY = | 30 M(p)" A (0)' ™ Do M ()" M (0)'~].
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Trong chuong nay, ching to6i giGi thieu mot phan ky lugng tit méi duge goi 1la phan ky a-z-
Bures Wasserstein, day 13 mot sy md rong c6 hai tham s6 cia khodng cach Bures. Sau d6, ching
toi nghién ciiu cac tinh chat ctia né. Cu thé, ching toi giai quyét bai toan tong binh phuong bé
nhat lien quan dén phan k¥ nay va nghién citu tinh chat nghiém ctia n6. Trong chuong tiép theo,
chiing t6i gi6i thieu mot trung binh nhan dang pho c6 trong s6 méi duge ky hieu la Fi(A, B)
va nghién cttu cac tinh chat ctia dai lugng nay. Ngoai ra, ching t6i dua ra mot sd so sanh gitta
Fi(A, B) va Ao, B, d6 la nghiém clia bai todn tdng binh phuong bé nhat tng véi khodng cach
Bures Wasserstein.
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Chuong 4
Mot trung binh nhan dang phd cé trong sé mdi

Ta biét ring trung binh nhan [10] AfB I trung diém ctia dudng tric dia
At B = AV2(ATV2BATYAEAY2 e 0,1],
néi A va B thong qua metric Riemannian dp(A, B) = || log(A~Y2BA™Y2)||f, trong d6 || - ||r ky
hi¢u cho chuan Frobenius [11].

Trung binh nhan dang pho cé trong sé clia hai ma tran A, B € P, dudc gidi thieu béi Fiedler

va Ptak vao nam 1997 [37], va cong thiic ciia né la

AyB = (A4 B)Y?2A(A~1B)Y2. (4.1)
Dai lugng nay duge goi 1a trung binh nhan dang pho béi vi (A4B)? dong dang véi AB va cac gia
tri rieng ctia n6 chinh la can bac hai clia cac gia tri rieng tuong tng cia AB [37, Dinh 1y 3.2].

Kim v& Lee [52] dinh nghia trung binh nhan dang phd c6 trong nhu sau:
A B = (A"4B) A(A"4B)", te(0,1]. (4.2)

R6 rang Ap, B 13 dudng cong noéi A va B. Ho nghién cttu tinh chat entropy tuong doi lien quan
dén trung binh nhan dang phd va mot s6 tinh chat tuong tu entropy tuong déi ciia toan tit Tsallis
dugce dinh nghia thong qua trung binh nhan ma tran. Gam day, Gan, Liu, Tam [41] vA Gan, Tam
[40] da nghien cttu Al B va thu duge mot s6 tinh chat tha vi.

Luu y rang trong (4.2), trung binh nhan A~'#B 14 mot thanh phan chinh ciia trung binh phd
c6 trong so6 Af, B trong khi thanh phan ¢ gitta 1a A, doc 1ap véi t. Theo dong su kién trén, trong
chuong nay ching toi dinh nghia mot dang trung binh nhan dang pho c6 trong sé méi va goi la
trung binh F'.

Céc két qua trong chuong nay duge lay tu [33].
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4.1 Trung binh nhan dang phé c6 trong sé méi va cac tinh
chat co ban

Dinh nghia 4.1.1. Vé6i A, B € P,. Dinh nghia
Fi(A,B) == (A4, B)2 A2 2(A7 14, B)2, ¢t €]0,1]. (4.3)

Dé thiy Fo(A, B) = A va Fi(A, B) = B, dan dén F,(A, B) 1a dudng cong noéi A va B. Véi t = 1,
Fi (A, B) 1a trung binh nhan dang pho (4.1). Ta goi F;(A, B) la trung binh F ¢6 trong va ro rang
1& n6 khac véi (4.2).

Tt phuong trinh Riccati, ta thay ring AfX = B néu va chi néu X = BA™!'B. Do d6, F;(A, B)
14 nghiem xac dinh duong duy nhat ctia phuong trinh

AXVEX = (A7 B)Y2,
Ménh dé 4.1.1. Vdi A, B € P,,. Cdc tinh chit zdy ra véi moi t € [0, 1].
1. Fi(A,B) = A'"'B néu A va B giao hoan.
2. Fi(aA,bB) = a0 F,(A, B) vdi a,b> 0.
3. U*F,(A, B)U = F,(U*AU, U*BU) vdi U € U(n).
4. FFYA,B) = F (A7, B™).
5. det Fy(A, B) = (det A)'~(det B)".

6. 2((1 —t)A+tB~1)~"12 - A2t-D < F(A,B) < [2(1 = t)At +¢tB)~1/2 — A-2(t=D]~1

4.2 Coéng thidc Lie-Trotter va lam troi yéu-log

Dinh 1y 4.2.1. Vi A, B € H,, va t € [0,1]. Khi dé

lim F, /p(epA e’B) = (1= A+tB
p—0

Dinh 1y 4.2.2. Vdi (ay,...,am-1) € R™ 1 va Xy, Xy, ..., X, € H,,. Duong cong

v(t) == Fa,_, <etX’", Fom—2 (etx”"‘l,Fam,g(...fal(etxz’, etXl)...>>

la duong cong khd vi vdi v(0) = I va

ZZH% 1 — 1) Xp,

k=1 i=k

) . s, % k y sy 1
trong do ag = 0 va o, = 1. Ddc biét, néu oy, = Pl ik =1,2,...m—1thi~'(0) = EZX’“
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Phan cudi ctia chuong nay, ching toi so sanh viéc lam troi yéu-log gitta F-mean va trung
binh Wasserstein 14 nghiém ctia bai toan tong binh phuong bé nhét tng véi khoang cach Bures
Wasserstein.

Dinh 1y 4.2.3. Vdi A,B€ P, vat € [0,1].

(i) Neu0<t<?Ith

1
2

ft<A7B) <wlog Aot Bv

fl_t(B, A) <wlog A O B.
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Két luan
Luan an nay dat dude nhitng két qua chinh sau:

1. Chung toi gidi thieu mot khoang cach Hellinger ¢6 trong sé6 méi, duge ky hieu 1a dj, (A, B),
va chiing minh rang né 1a né 1a mot khoang céch trung gian gitta khodng cach Log-Euclidean
va Hellinger. Bén canh d6, ching toi thiét lap su tuong duong gitta khoang cach Bures-
Wasserstein c6 trong sd va khoang cach Hellinger c6 trong s6. Hon nita, ching t6i ching
minh ring ca hai khoang cach déu théa man tinh chat "diém gitta". Ngoai ra, chiing t6i ciing
chi ra rang trong s6 cac trung binh déi xing, trung binh cong la trung binh 1 duy nhat thoa
man tinh chat "diém giita" tng véi cac khoang cach Bures-Wasserstein va Hellinger c6 trong

SO.

2. Ching t6i xay dung mot phan ky lugng t1it méi duge goi la phan ky Bures-Wasserstein a-z
va chiing minh ring phan ky nay théa man tinh chat "diém giita" va bat dang thic xit Iy dit
licu trong ly thuyét thong tin lugng ti. Hon nita, ching t6i gidi bai toan tong binh phuong
bé nhat lien quan dén phan ky nay va ching minh rang nghiém ctia bai toin nay chinh xac

ciing 1a nghiém xac dinh duong duy nhat ctia phuong trinh ma tran sau:

i wiQa,z (Xa Az) = Xa

i=1

1—

trong d6 Q..(A,B) = (A 2zaB%Al2;za) vii 0 < a < z < 1. Sau d6, ching toi tiép tuc

nghién citu cac tinh chat nghiem ciia bai toan trén va dat dude mot s6 két qua quan trong.
Ngoai ra, ching t6i dua ra mot vai bat dang thic cho do chinh xéac luong tit va cac phien
ban tham sb héa ctia né. Sau dé, ching toi stt dung do chinh xac luong ti a-z dé do khoang

cach gitta hai quy dao lugng ti.

3. Ching toi gi6i thieu mot trung binh nhan dang pho cé trong s6 mdi, duge goi la trung binh
F. Ching toi xac 1ap mot s6 tinh chat cho trung binh F va chiing minh ring né théa man
cong thic Lie-Trotter. Hon nita, chiing t6i dua ra mot s6 so sanh vé lam troi yéu-log gitta

trung binh F va trung binh Wasserstein.

27



Nhiing nghién cdu tiép theo
Trong tuong lai, ching toi du dinh nghién cttu tiép nhitng huéng sau:

e Xay dung nhitng khoang cach méi dua trén cac trung binh khong phai Kubo-Ando.
e Xay dung khoang cach gitta cic ma tran khong cting s chieu.
e V6i X, Y >0va0<t<1,kiém tra xem céc dai luong

O (X,Y)=Tr((1—-t)X +tY) — Tr (XY

va

Oy(X,Y)=Tr((1 =) X +tY) — Tr (F(X,Y))
c6 phai la cac phan ky lugng tit hay khong dong thoi giai cac bai toan lien quan.

e Dai lugng F;(X,Y) 1a méi; do d6, ching ta can xac 1ap cac tinh chat mdi cho dai lugng nay

dong thai cling so sanh né véi cac trung binh da biét trude do.
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